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ریاضͬ علوم دانشͺده
شریف صنعتͬ دانشͽاه

١ عمومͬ ریاضͬ
٩۴�٩۵ پاییز

توانͬ ششم�سری�های فصل

،x = c نقطه در f تابع n درجه از تیلور چندجمله�ای شدیم. آشنا تیلور چندجمله�ای مفهوم با ١٢ کاربرگ در

هر از c نقطه در f تابع کنید فرض است. نقطه آن حول f تابع به n درجه از چندجمله�ای نزدی�ͷترین معنایͬ به

داد: تشͺیل را زیر سری مͬ�توان باشد، مشتق�پذیر مرتبه

f(c) +
f ′(c)

۱!
(x− c) +

f ′′(c)

۲!
(x− c)۲ + · · · ,

یا و حقیقͬ عدد هر ازای به فوق سری که کنید توجه چیز هر از قبل است. معروف c حول f تیلور سری به که

در را زیر سوال�های مͬ�توان کردیم. بررسͬ قبل کاربرگ در را آن همͽرایͬ که است عددی سری ͷی ،x مختلط

کرد: مطرح c حول f تیلور سری مورد

همͽراست؟ x هر ازای به سری این آیا .١

این و است مجموعه�ای چͽونه xها این مجموعه باشد، همͽرا xها از بعضͬ ازای به فوق سری اگر .٢

دارد؟ f تعریف دامنه با رابطه�ای چه مجموعه

است؟ f(x) با برابر لزوماً سری مجموع آیا باشد، همͽرا x نقطه در فوق سری اگر .٣

مͬ�گویند. توانͬ سری ͷی را زیر تابع ،(cn)∞n=۰ مانند مختلط اعداد از دنباله�ای و c مختلط عدد برای .١ تعریف

∞∑
n=۰

cn(z − c)n = c۰ + c۱(z − c) + c۲(z − c)۲ + · · · .

کنید. بیان قضیه ͷی صورت به را آن نتیجه و ببرید کار به بالا توانͬ سری برای را ریشه آزمون .١ فعالیت

کنید. بررسͬ مختلف نقاط در را زیر سری�های همͽرایͬ ،١ فعالیت به توجه با .٢ فعالیت

است. مختلط عدد ͷی c آن در که
∞∑
n=۰

(z − c)n الف)

است. مختلط عدد ͷی c و مثبت عدد ͷی p آن در که
∞∑
n=۱

(z − c)n

np
ب)

.
∞∑
n=۰

zn

n!
ج)

١
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بͽیرید: نظر در را زیر توانͬ سری و باشند مختلط اعدادی ... ،c۱ ،c۰ ،c کنید فرض .٢ قضیه
∞∑
n=۰

cn(z − c)n = c۰ + c۱(z − c) + c۲(z − c)۲ + · · · (١)

و ۰ ≤ ρ ≤ +∞ که دارد وجود ρای صورت، این در

z هر ازای به و همͽرا مطلق طور به |z − c| < ρ که مختلط z هر ازای به (١) سری ،۰ < ρ < +∞ اگر الف)

واگراست. |z − c| > ρ که مختلط

همͽراست. مطلق طور به z هر ازای به (١) سری ،ρ = +∞ اگر ب)

واگراست. z ̸= c که z هر ازای به (١) سری ،ρ = ۰ اگر ج)

حقیقͬ تحلیلͬ تابع ١

باز بازه�ای صورتͬ�که در است تحلیلͬ I از c نقطه در f مͬ�گوییم بͽیرید. نظر در را f : I → R تابع .٣ تعریف

به که باشند داشته وجود حقیقͬ ضرایب با
∞∑
n=۰

cn(x− c)n مانند توانͬ سری�ای و ]c− δ, c + δ[ مانند I درون

،]c− δ, c+ δ[ در x هر ازای

f(x) =
∞∑
n=۰

cn(x− c)n.

است. تحلیلͬ I روی f مͬ�گوییم باشد، تحلیلͬ I نقاط همه در f که صورتͬ در

است. برقرار حقیقͬ تحلیلͬ توابع مورد در زیر قضیه

شعاع ،ρ کنید فرض و حقیقͬ�اند cnها و c آن در که بͽیرید نظر در را
∞∑
n=۰

cn(x − c)n توانͬ سری .۴ قضیه

f(x) =
∞∑
n=۰

cn(x − c)n ضابطه با که f :]c − ρ, c + ρ[→ R تابع صورت، این در نباشد. صفر آن، همͽرایͬ

است. تحلیلͬ ]c− ρ, c+ ρ[ روی مͬ�شود تعریف

.٣ فعالیت

و −۱ ،۰ نقطه هر حول و است تحلیلͬ ۲ نقطه استثنای به R سراسر در f(x) = ۱
۲ − x

تابع دهید نشان الف)

کنید. پیدا مثبت همͽرایͬ شعاع با توانͬ�ای سری ،c ̸= ۲ که دلخواه، cی

را ۰ حول آن تیلور سری همͽرایͬ شعاع است. تحلیلͬ R سراسر در f(x) = ۱
۱ + x۲ تابع که دهید نشان ب)

۰ حول آن تیلور سری همͽرایͬ شعاع چرا است، تحلیلͬ R کل روی تابع اینͺه به توجه با آورید. بدست

نیست؟ بͬ�نهایت

٢
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]c−ρ, c+ρ[ بازه روی را f تابع بͽیرید. نظر در ρ > ۰ همͽرایͬ شعاع با را
∞∑
n=۰

cn(x−c)n توانͬ سری .۵ قضیه

صورت این در مͬ�کنیم. تعریف f(x) =
∞∑
n=۰

cn(x− c)n صورت به

بازه این در x هر ازای به و است مشتق�پذیر ]c− ρ, c+ ρ[ روی f تابع الف)

f ′(x) =
∞∑
n=۱

ncn(x− c)n−۱.

و دارد وجود
∫ x

c
f ،]c− ρ, c+ ρ[ بازه در x هر ازای به ∫ب) x

c

f =
∞∑
n=۰

cn
n+ ۱

(x− c)n+۱.

دهید: نشان ،۵ قضیه در .۴ فعالیت

است. ρ مساوی بیشتر f ′ همͽرایͬ شعاع الف)

دارد. مشتق مرتبه هر از ]c− ρ, c+ ρ[ روی f تابع ب)

.k ≥ ۰ هر fk(c)برای = k!ck ج)

است. برقرار بعد قضیه بنابراین

صورت به f تابع کنید فرض و بͽیرید نظر در ρ > ۰ همͽرایͬ شعاع با را
∞∑
n=۰

cn(x− c)n توانͬ سری .۶ قضیه

است: شده تعریف زیر

f(x) =
∞∑
n=۰

cn(x− c)n.

به است. c حول f تیلور سری توانͬ، سری این و دارد مشتق مرتبه هر از ]c− ρ, c+ ρ[ روی f صورت این در

یͺتاست. وجود، صورت در توانͬ، سری صورت به تابع نمایش ویژه

.۵ فعالیت

است. تحلیلͬ R روی ex تابع دهید نشان و آورید بدست ۰ حول را ex تیلور سری الف)

آورید. بدست نیز را آنها همͽرایͬ شعاع آورید. بدست ۰ نقطه حول را sinh و sin تابع تیلور سری ب)

.۶ فعالیت

آورید. بدست ۰ نقطه حول را ln(۱ + x) تابع تیلور سری ، ۱
۱ + x

تیلور سری به توجه با الف)

آورید. بدست را ۰ حول tan−۱ تیلور سری (الف)، قسمت مانند ب)

است؟ تحلیلͬ ۰ نقطه در زیر تابع آیا .٧ فعالیت

f(x) =

 e−x−۲
x ̸= ۰

۰ x = ۰

٣
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دوجمله�ای سری ٢

دوجمله�ای بسط دستور با باشد، طبیعͬ عددی n وقتͬ

(a+ b)n =
n∑
j=۰

(
n

j

)
ajbn−j

که بود نیوتن توسط مطلب این کشف انتͽرال و دیفرانسیل حساب آغازین دوره مهم یافته�های از ͬͺی آشناییم.

حاصل عبارت مورد این در البته دارد. وجود دوجمله�ای» «بسط برای مشابهͬ دستور نباشد، طبیعͬ n وقتͬ حتͬ

دارد. تداوم سری ͷی صورت به و است نامختوم دوجمله�ای، بسط از

به .|a
b
| < ۱ اینجا در که (a + b)α = bα(۱ + a

b
)α مͬ�نویسیم باشد. حقیقͬ عددی α و |a| < b کنید فرض

نیز را (a + b)α بسط مͬ�توانیم کنیم، پیدا توانͬ سری نمایش |x| < ۱ که (۱ + x)α برای بتوانیم اگر ترتیب این

آوریم. بدست

کنید. محاسبه را آن همͽرایͬ شعاع و آورده بدست ۰ نقطه حول را (۱ + x)α تیلور سری .٨ فعالیت

۴
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